Matematica des complica

Métodos de resolugao de sistemas lineares

Resumo

Sistema de equagoes lineares

Um sistema de equacgdes lineares é simplesmente um conjunto de equagdes lineares.

Definigdo: Um sistema de m equacgdes lineares em nvaridveis (ou incognitas) é um conjunto de equagdes
lineares da forma:

11T + Q2. + QT = Ei'l
o1y + g L., + daply, = E?g

1Tl + Gpl1Lo... + Gmpln = b
onde a;;, b parai=1,.,m,j=1,..,nek=1,.., m,sdo constantes reais, chamados os coeficientes do

sistema.

Operagoes Elementares:

1. Trocar duas equacgdes do sistema de posigéao.
2. Substituir uma equacao pela mesma equagao multiplicada por um escalar diferente de 0.
3. Substituir uma equacgao pela mesma equagao somada a outra equagdo multiplicada por um escalar.

Método de escalonamento
Um sistema linear é dito escalonado se a ultima linha tiver apenas uma incégnita, a pendltima duas, e assim
sucessivamente até a primeira linha onde terdo todas as incégnitas. Segue exemplo de um sistema
escalonado:
Qq1X1 + Q12X2 + Q3X3+ -+ Q1 X, = by
Q22X + Qz3Xg + -+ QX = by
Q33X3 + -+ Az, X, = b3

Qunin = Oy
Procedimentos para escalonar um sistema

e Fixamos como 12 equagao uma das que possuam o coeficiente da 12 incognita diferente de zero.

e Utilizando as propriedades de sistemas equivalentes, anulamos todos os coeficientes da 12 incognita
das demais equagdes.

e Anulamos todos os coeficientes da 22 incognita a partir da 32 equacao.

e Repetimos o processo com as demais incognitas, até que o sistema se torne escalonado.

Exemplo:

Dado o sistema linear:
x+2v+4z=10
2x+3y—z=10

—x+16z =4
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Vamos resolver o sistema pelo método de escalonamento.

x+2y+4z=0 x(-3)
2x+3y—z=0 x(2)
x—14z =10

—3x—6y—12z =10
dx+o6y—2z=10
x — 14z = 0 (substituana segunda equacgio)

(x+ 2yv+dz =10
x—14z=10
. —x+16z=4

(x+ 2y +4z=10
x—1dz=10
\ 2z=4

Método da substituigao

Solugéo de sistemas pelo método da substituigéo.

Passo 1: Escolher uma incégnita e calcular seu valor algébrico.

Passo 2: Substituir o valor algébrico da incognita na outra equacao.

Passo 3: Calcular o valor numérico de uma das incognitas.

Passo 4: Substituir o valor numérico de x em qualquer uma das duas equagdes e encontrar o valor numérico
dey.

Exemplo: Encontre a solugéo do sistema a seguir:
dr —y =18
6z + 4y = 38

Solugao: Primeiramente, escolha uma incognita para isolar. Para esse sistema, isolaremos y
na primeira equacgao. Observe os calculos na seguinte imagem:

dr —y =18

6x + 4y = 38
dr +y =18
—y =18 —4dx
y=—18+ 4z
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Por meio dos passos 2 e 3, substitua y na outra equagao e encontre o valor numérico de x, como na
imagem:

6z 4+ 4y = 38

6z + 4(—18 + 4z) = 38
6x — 72 + 16 = 38

6x + 16z = 38 + 72

220=-110
110
=
22
p=15

Apods encontrar o valor numérico de x, escolha uma das equagdes para cumprir o0 quarto e ultimo passo:
obter o valor numérico de y. Escolhemos, para isso, a primeira equagao. Observe:

dr —y =18
4.-5—-y=18
20—y =18
—y=18-20
—y = —2
y=32

A solugdo desse sistema é S = {5, 2}.

Classificagao de um sistema linear

Um sistema linear é classificado de acordo com o nimero de solugdes. Podemos ter:

e Sistema possivel e determinado (SPD): tem apenas uma solugao.

O sistema “~7 ~ é possivel e determinado pois o par ordenado (1,6) é sua Unica solug&o.

e Sistema possivel indeterminado (SPI): tem infinitas solugoes.
;5.1'—5.}' +5z=10
lx=—y+z=2

O sistema - "

apresenta infinitas solugdes como por exemplo: (1,1,2), (0,2,4), (1,0,1), ... .
e Sistema Impossivel (SI): ndo tem solugao.
[x—y=-=3

x—y=5

O sistema - nao possui nenhum par ordenado que satisfaga as duas equagdes ao mesmo

tempo.
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0 processo de escalonamento pode também ser utilizado na discussao de sistemas lineares, porém é mais
conveniente utilizar o célculo do determinante da matriz dos coeficientes aliado ao escalonamento.
1°) Calcula-se o determinante;

e Se o determinante for diferente de zero, temos as condigdes dos pardmetros para que o sistema seja
SPD;
2°) Assumimos o determinante igual a zero e substituimos no sistema;

3°) Escalonamos o sistema obtido até a ultima linha;

Exemplo:
ax+2y=1

Discuta o sistema { x+y=bh

7°) Calculamos o determinante:
_la 2
b= |1 1
D=a-2
Se D # 0 — a # 2, teremos SPD (Sistema Possivel e Determinado)

2°) Assume D=0, logo a=2 e substituimos no sistema:

{Zx +2y=1
x+y=>b
Resolvendo temos que b = 1/2

Logo, temos

a#+2-SPD

a=2eb=1/, >SPI
a=2eb#1/,-Sl
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Exercicios

1.  Visando atingir metas econémicas previamente estabelecidas, ¢ comum no final do més algumas lojas
colocarem certos produtos em promog¢ao. Uma determinada loja de departamentos colocou em oferta
0s seguintes produtos: televisdo, sofa e estante. Na compra da televisdo mais o sof3, o cliente pagaria
RS 3 800,00. Se ele levasse o sofa mais a estante, pagaria RS 3 400,00. A televisdo mais a estante
sairiam por RS 4 200,00. Um cliente resolveu levar duas televisdes e um sofa que estavam na promogao,
conseguindo ainda mais 5% de desconto pelo pagamento a vista.

0 valor total, em real, pago pelo cliente foi de
a) 3610,00.
b) 5 035,00.
c¢) 5415,00.
d) 5795,00.
e) 6 100,00.

2. Um cientista, em seus estudos para modelar a presséo arterial de uma pessoa, utiliza uma fungéo do tipo
P(t) = A + Bcos(kt) em que A, B e k sdo constantes reais positivas e t representa a variavel tempo, medida
em segundo. Considere que um batimento cardiaco representa o intervalo de tempo entre duas
sucessivas pressdes maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os dados:

Pressdo minima 78
Pressio maxima 120
MNamero de batimentos cardiacos por minuto a0

A funcdo P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o caso especifico foi
a) P(t) =99 + 21cos(3 7 1)

b) P(t) = 78 + 42cos(3 7' t)

c) P(t) =99 + 21cos(2 7 t)

d) P(t) = 99 + 21cos(t)

e) P(t) = 78 + 42cos(t)

3. Uma pessoa encheu o cartdo de memoria de sua cAmera duas vezes, somente com videos e fotos. Na

primeira vez, conseguiu armazenar 10 minutos de video e 190 fotos. Ja na segunda, foi possivel realizar

15 minutos de video e tirar 150 fotos. Todos os videos possuem a mesma qualidade de imagem entre si,

assim como todas as fotos. Agora, essa pessoa deseja armazenar nesse cartdo de memoria
exclusivamente fotos, com a mesma qualidade das anteriores.

Disponivel em: www.techlider.com.br. Acesso em: 31 jul. 2012.
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0 nimero maximo de fotos que ela podera armazenar é
a) 200.
b) 209.
c) 270.
d) 340
e) 475.

4. A prefeitura de uma cidade detectou que as galerias pluviais, que possuem secéo transversal na forma
de um quadrado de lado 2m, sdo insuficientes para comportar o escoamento da dgua em caso de
enchentes. Por essa razao, essas galerias foram reformadas e passaram a ter segdes quadradas de lado
igual ao dobro das anteriores, permitindo uma vazao de 400m3/s. O célculo da vazéo V (em m3/s) é dado
pelo produto entre a drea por onde passa a dgua (em m2) e a velocidade da agua (em m/s).

Supondo que a velocidade da agua nao se alterou, qual era a vazao maxima?
a) 25md/s

b) 50m3/s

c) 100m3/s

d) 200m3/s

e) 300m3/s

5. Na figura estéo representadas trés retas no plano cartesiano, sendo P, Q e R os pontos de intersec¢des
entre as retas, e A, B e C s pontos de intersec¢des dessas retas com o €ixo Xx.

3

Essa figura é a representacao grafica de um sistema linear de trés equagdes e duas incégnitas que

a) possui trés solugdes reais e distintas, representadas pelos pontos P, Q e R, pois eles indicam onde as
retas se intersectam.

b) possui trés solugdes reais e distintas, representadas pelos pontos A, B e C, pois eles indicam onde as
retas intersectam o eixo das abscissas.

c) possui infinitas solugdes reais, pois as retas se intersectam em mais de um ponto.

d) ndo possui solugao real, pois ndo ha ponto que pertenca simultaneamente as trés retas.

€) possui uma Unica solugdo real, pois as retas possuem pontos em que se intersectam.
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6. Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho de ar-condicionado de um escritério, que esta
desregulado. A temperatura T, em graus Celsius, no escritério, varia de acordo com a fungao

T(h=A+B sen[iq;n - 1?_}):
12

, sendo h o tempo, medido em horas, a partir da meia-noite e A e B os par@metros que o técnico precisa
regular. Os funciondrios do escritério pediram que a temperatura maxima fosse 26°C, a minima 18°C, e
que durante a tarde a temperatura fosse menor do que durante a manha.
Quais devem ser os valores de A e de B para que o pedido dos funciondrios seja atendido?

a) A=18eB=8

b) A=22eB=-4

c) A=22eB=4

d A=26eB=-8

e) A=26eB=8

7. Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversées dara um prémio de RS 20,00 ao participante, cada
vez que ele acertar o alvo. Por outro lado, cada vez que ele errar o alvo, devera pagar RS 10,00. N3o ha
cobranca inicial para participar do jogo. Um participante deu 80 tiros e, ao final, recebeu R$100,00.

Qual foi o nimero de vezes que esse participante acertou o alvo?
a) 30
b) 36
c) 50
d) 60
e) 64

8. Naaferigdo de um novo seméforo, os tempos séo ajustados de modo que, em cada ciclo completo (verde-
amarelo-vermelho), a luz amarela permanega acesa por 5 segundos, e o tempo em que a luz verde
permaneca acesa seja igual a 2/3 do tempo em que a luz vermelha fique acesa. A luz verde fica acesa,
em cada ciclo, durante X segundos e cada ciclo dura Y segundos.

Qual é a expressao que representa a relagao entre X e Y?
a)5X-3Y+15=0
b)5X-2Y+10=0
c)3X-3Y+15=0
d)3X-2Y+15=0
e)3X-2Y+10=0
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9. Algumas pesquisas estdo sendo desenvolvidas para se obter arroz e feijao com maiores teores de ferro
e zinco e tolerantes a seca. Em média, para cada 100g de arroz cozido, o teor de ferro é de 1,5 mg e o de
zinco é de 2,0 mg. Para 100 g de feijao, é de 7 mg o teor de ferro e de 3mg o de zinco. Sabe-se que as
necessidades diarias do dois micronutrientes para uma pessoa é de aproximadamente 12,25mg de ferro
e de 10mg de zinco.

Disponivel em http://www.empraba.br. Acesso em: 29 de abril de 2010. (adaptado)
Considere que uma pessoa adulta deseja satisfazer suas necessidades diarias de ferro e zinco ingerindo

apenas arroz e feijdo. Suponha que seu organismo absorva completamente todos os nutrientes oriundos
desses alimentos. Na situagao descrita, que quantidade a pessoa deveria comer diariamente de arroz e
feijao, respectivamente?

a) 58ge456qg.

b) 200ge200g.

c) 350ge100g.

d) 375ge500g.

e) 400ge89g.

10. Uma companhia de seguros levantou dados sobre os carros de determinada cidade e constatou que sdo
roubados, em média, 150 carros por ano.
O ndmero de carros roubados da marca X é o dobro do numero de carros roubados da marca Y, e as
marcas X e Y juntas respondem por cerca de 60% dos carros roubados. O nimero esperado de carros
roubados damarca Y é:
a) 20
b) 30
c) 40
d) 50
e) 60
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Gabarito

1. D

Sejam ts e e respectivamente, o prego de uma televisdo, o prego de um sofa e o preco de uma estante. Logo, vem
|t +5=23800

ls+e=3400 = <{I+:=S§gu
It+e=42lm -
[t=2300
|s=1500"
A resposta é
0,95-(2- 2300 +1500) = R$ 5.795,00.
2. A
Calculando:;

P(t) = A + B cos(kt)
[A+B-cos(kt)=120
|A-B-cos{kt)=78
Prae = cos(kt) =1

99 +B =120 = B =21

= 24 =198 = A =09

80 batimentos _l_"T_ES —35
60 segundos T 9 3
k =2—T[=§-2Tr=3rr

T 2
AsSim

P(t) =99 + 21-cos(3nt)

3. C

Sejam x amemoria ocupada por um minuto de video & y a memdria ocupada por uma foto. Logo, temos
10x+190y =15x+150y = x = By.

Portanto, a capacidade total do disco e 10-8y +190y =270y e, assim, o resultado & 270.
4. B

Vi=v-iZ=v.27 =\ = 4y .
, =V, =4.25-100m>/s
Vp =400 =v-(2¢)° = 400=16v = v =25

5. D

E imediato que o sistemna nédo possui solugio real, pois ndio ha ponto que pertenga simultaneamente &s trés retas.
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6. B
Substituindo os valores na equacio por 26°C pela manh&, as 6he 18°C &s 18h, tem-se:
i "
T(h) = A +B sen| %{h—ﬁj |

hY

T(6)=26=A+B sen| %(6 ~12)

i« b1
—}26=A+Bsen|—%|—>26=h—8

' " ' b
T(18)=18 = A +B sen| %{19—12]|—>1E=A+Bsen|g|—>1ﬂ=ﬁ+5

|A-B =28
|A+B=18
2A=44 - A=225B=-4
7. A
Sendo x o ndmero de acertos e y 0 numero de erros, montando um sistema de equacdes, tem-se:
[20% —10y =100
<[x+y =80
20x—10-(80—x) =100
20x —B0O0+10x =100
30x =900
x =230
8. B

Seja £ otempo que a luz vermelha fica acesa. Logo, temos

x=22 o z-3%
3 2
e, portanta,

Y=5+K+Zm¥=5+x+%

= 5X-2¥ +10=0.
9. C

Sejam a e f, respectivamente, os nimeros de porgies de 100 gramas de anoz e de feijao que deverdo ser ingeridas.
De acordo com o enunciado, obtemos o sistema <|1,Sa +7r=12:25 - <| 6a +281 =49 - <| a=35

|2a+3t =10 |-Ba—-9f=-30 |f=1

Portanto, as quantidades de arroz e feijao que deverao ser ingeridas sdo, respectivamente, 3,5.100=350qg e
1-100 =100 4.

10. B

¥ = numero de carros roubados da marca x
¥ = nimero de carros roubados da marca Y

X =2y
]x+y=%-15ﬂ

2¥+y =90 =y=30

Portanto, o ndmero de carros roubados da marca 'y & 30.
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